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Согласно классическому определению, два эквивалентных

множества имеют одинаковую мощность, т.е. мощность 6 это то об6

щее, что есть у них. Мощность множества М характеризует карди6

нальное число card M. Для конечных множеств понятие мощности

совпадает с понятием числа их элементов (и кардинальное число

равно числу элементов) [1]. Кардиналы, как и мощности, можно

сравнивать. Докажем утверждение, что множество натуральных чи6

сел может оказаться несчетным, т.е. его кардинальное число может

стать больше "алеф нуль" ("алеф нуль" определяется как мощность

множества N). Предварительно выскажем предположение, что

мощность множества (число его элементов и кардинал) не зависит

от того, в каком порядке расположены или рассматриваются (нуме6

руются) его элементы. Такое предположение вполне естественно и

делается неявно в классической диагональной процедуре Кантора.

В противоположном случае мы должны были бы строго устанавли6

вать эквивалентность множеств при всевозможных порядках распо6

ложения их элементов, с учетом, например, того, что число различ6

ных "порядков" для множества натуральных чисел несчетно. 

Итак, расположим множество натуральных чисел N в столбик

произвольным способом наподобие того, как это сделано в диаго6

нальной процедуре Кантора:

α1 = а11 а12… а1n…,

α2 = а21 а22… а2n…,

..………………..............

αn = аn1 аn2… аnn…,

….……………

Здесь а ik 6 k6я цифра числа αi. Замечание. Для удобства мы мо6

жем записывать числа в обратном порядке, когда счет разрядов

идет слева или даже записать числа в римских цифрах, что не прин6

ципиально. Наконец, мы можем расположить числа натурального

ряда в некотором порядке. Например, расположить вначале все

нечетные, а за ними четные числа и т.д.

Построим новое натуральное число

β = b1 b2… bn…,

а именно: за b1 примем произвольную цифру, не совпадающую

с а11, за b2 6 произвольную цифру, не совпадающую с а22, и т.д. По6

лученное число не может совпасть ни с одним из чисел нашего ис6

ходного перечня. Следовательно, множество натуральных чисел

несчетно, т.е. его кардинал не равен, а точнее, больше "алеф нуль".

Т.к. за счетное множество выбирается именно множество нату6

ральных чисел, то приведенная выше процедура приводит к мысли

о том, что мощность множества может иметь не одну, а две (воз6

можно несколько) "составляющие", наподобие комплексного чис6

ла. (Вообще, мощность 6 это класс эквивалентности. Возникает по6

дозрение, что существует какая6то зависимость от порядка, или же

порядкового типа. Более того, в каком6то смысле существует соот6

ветствие между натуральным рядом и континуумом. Имеется в виду,

что переставляя числа в натуральном ряде, мы получим несчетное

число комбинаций). В этом случае кардинал множества натураль6

ных чисел (в произвольном порядке) может быть записан как упоря6

доченная пара: первое число 6 "алеф нуль", что соответствует его

фактическому определению кардинала натурального ряда, а вто6

рое 6 "алеф не нуль", что соответствует результату доказанного вы6

ше утверждения при соответствующих предположениях (варианты

обозначения: "алеф (0, 1)", "алеф01"). Представляет интерес даль6

нейшее обобщение нашего кардинала (т.е. возникновение новых

составляющих, возможно промежуточной мощности). Можно пред6

положить, что для произвольного порядка получаем как раз проме6

жуточную мощность. Что можно задать аксиоматически. Имеется в

виду, что получаем кардинал, больший "алеф нуль". Правда, в этом

случае мощность, скорее всего, зависит от порядка, нанося логи6

ческий ущерб исходному доказательству. В итоге аксиоматически

можно ввести такое определение: кардинал множества натураль6

ных чисел в естественном порядке равен "алеф (0, 0)". Это требует

дополнительного исследования.

В связи с доказанным утверждением возникает множество ин6

тересных вопросов. Если вопросов к сходимости и предельным точ6

кам нет, то сможем ли исчерпать элемент бесконечномерного

пространства конечномерным приближением? В теоремах И. Ви6

ноградова о простых числах, в алгоритме Эратосфена и др. исполь6

зуется натуральный ряд в его естественном порядке, что не сказы6

вается на результатах, т.к. card = "алеф (0, 0)". В методе математи6

ческой индукции также подразумевается натуральный ряд в естест6

венном порядке. В теореме Кантора6Бернштейна мощность вооб6

ще не используется. Но, допустим, в теореме о том, что мощность

множества всех подмножеств натурального ряда равна мощности

континуума, рассматривается мощность множества подмножеств в

классе тех, у которых дополнение конечно, и она считается счет6

ной. Подмножества с нулевым дополнением рассматриваются в

произвольном порядке, т.е. мощность должна быть тогда равна

"алеф (0, 1)". Предположим, что этот класс не влияет на (суммар6

ную) мощность множества всех подмножеств. Однако мощность

остальных подмножеств (с бесконечным дополнением) весьма ве6

роятно также равна "алеф (0, 1)". Сможем ли мы тогда "перечис6

лить" все эти подмножества и т.д.

Далее, если процедуру вычислений отождествить с некоторой

программой, то она будет представлять из себя запись алгоритма

на некотором языке некоторого алфавита. Такая запись позволяет

"перенумеровать" все вычислимые функции, например, по следую6

щему порядку. Сначала перечисляются все программы, состоящие

их одной буквы, затем программы, включающие две буквы и т.д.

Здесь присутствует в некотором смысле произвольный порядок пе6

речисления. В итоге "перечислить" и пронумеровать все вычисли6

мые функции нам может помешать мощность, большая счетной.

Далее, можно обратиться к проблеме перечислимости некото6

рого множества Х самого по себе (его можно рассматривать как

область значений вычислимой функции). Здесь аналогично можем

встретить затруднения по вычислению соответствующих значений,

т.к. это множество значений может иметь мощность, большую счет6

ной. Итак, множество из области значений вычислимой функции,

как и сами вычислимые функции в общем случае не представляется

возможным перечислить. Т.е. перечислить или перенумеровать их

можно, но не будет уверенности, что перечислены все. Для вычис6

лимых функций также справедлив диагональный метод. Отказаться

от диагональных рассуждений нельзя, т.к. они часто используются.

Для "перечисленных" вычислимых функций fn(n) вводится функция

ν (n ) = fn(n ) + 1, которая не равна ни одной из них. В итоге мы ока6

зываемся не в состоянии определить функцию ν (n ), описывающую

все вычислимые. (Правда, ν (n ) трактуют как невычислимую, что

можно объяснить "перечислением" несчетного множества). Пред6

лагается, в свою очередь, определить вычислимую функцию, как

обычную функцию, определенную для натурального числа n, когда

натуральный ряд расположен в естественном порядке n =1, 2, …

Другими словами, можно договориться писать f (n ), не оговаривая

её определенность при n, например f (n ) = n.

Если множество имеет мощность, большую счетной, то (алго6

ритмом или программой) определять принадлежность всех его эле6

ментов тому, или иному подмножеству невозможно. В этом случае
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теорема Поста требует уточнения. Аналогично теорема Матиясе6

вича. Примеры можно продолжить и далее.

Обратимся к теореме Гёделя. Казалось бы, простейшие ариф6

метические и логические операции не должны приводить ни к каким

затруднениям. Но, даже при бесконечном множестве аксиом нель6

зя достичь аксиоматизации теории. Не влияет ли на это положение

вещей рассмотренный выше пример несчетности? (Порядок мно6

жества чисел не предполагается).                                                     
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