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ТУРБУЛЕНТНОСТЬ
Критические параметры

вычислительной газодинамики

В результате обширного анализа параметров российских и иностранных ЖРД показано, что для современных
двигателей возможное максимальное число Рейнольдса ограничено величинами 40⋅106. Рассчитано значение
масштаба Колмогорова и показано, что оно зависит от величины плотности рабочего тела и, по существу,
определяет предельную величину ячейки расчетной сетки. При этом предельная величина ячейки зависит от
числа Рейнольдса и составляет величину в несколько процентов от величины масштаба. Определено
местоположение странного аттрактора. Он находится в области критических термодинамических параметров.
Применительно к двигателю # это область критического сечения сопла.
As a result of extensive analysis of the parameters of Russian and foreign LRE, it is shown that for modern engines the
possible maximum number of Reynolds is limited to 40⋅106 . The value of the Kolmogorov scale is calculated and it is
shown that it depends on the density of the working fluid and, in essence, determines the limit value of the grid cell. In
this case, the limit value of the cell depends on the Reynolds number and is a value of several percent of the scale. The
location of the strange attractor is determined. It is located in the region of critical thermodynamic parameters. In
relation to the engine # this is the area of the critical section of the nozzle.
Клю че вые сло ва: турбулентность, странный аттрактор, масштаб Колмогорова, критические параметры.
Keywords: turbulence, strange attractor, Kolmogorov scale, critical parameters.
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Сре ди боль ших не ре шен ных проб лем клас си чес кой фи зи ки
тур бу ле нт ность, не сом нен но, яв ля ет ся ста рей шей. Нес мот ря на
дос туп ность и от но си тель но низ кую сто и мость ап па ра ту ры по изу -
че нию это го раз де ла га зо гид ро ди на ми ки, нес мот ря на прак ти чес -
кое от су т ствие пре пя т ствий как фи зи чес ких, так и мо раль но сти му -
ли ру ю щих прод ви же ния по этой проб ле ме, на чи ная с мо мен та
опы тов Рей нольд са, прак ти чес ки не про и зош ло. Мно гие ав то ры
конс та ти ру ют дан ную си ту а цию как нон сенс [1]: "Нес мот ря на
свою ба наль ность, это за ме ча ние под ни ма ет воп рос, ко то рый ра -
но или позд но прив ле чет вни ма ние ис то ри ков на у ки, а имен но
воп рос о глу бин ных при чи нах (выз ван ных сте че ни ем обс то я тельств
или эпис те мо ло ги чес ко го ха рак те ра) от но си тель но зас тоя в на уч -
ной дис цип ли не, ни ког да не стра дав шей от не дос тат ка прак ти чес -
кой и эко но ми чес кой мо ти ва ции".

Во мно гих серь ез ных на уч ных ра бо тах весь ма нед вус мыс лен но
за яв ля ет ся о том, что мы еще да ле ки, да же очень да ле ки от ре ше -
ния проб ле мы тур бу ле нт нос ти, то есть от то го, что бы дать её точ ное
объ яс не ние и опи сать ме ха низ мы её воз ник но ве ния. Вся проб ле ма,
по�ви ди мо му, зак лю ча ет ся в том, что в нас то я щее вре мя от су т ству -
ют наг ляд ные экс пе ри мен таль ные ис сле до ва ния на эту те му, что
выз ва но ха рак те ром про цес са. Это � мел ко ма сш таб ность и быст -
ро те ку честь. Сов ре мен ные ин ди ка то ры не поз во ля ют это го де лать,
по э то му пер вич ные ба зис ные дан ные, ко то рые мог ли бы вой ти в те -
о рию как ос но ва, от су т ству ют. В свя зи с этим тра ди ци он ны ми ста ли
не фе но ме но ло ги чес кие ме то ды, а эв рис ти чес кие, ос но ван ные на
абстра кт ных предс тав ле ни ях и констру и ро ва нии сце на ри ев.

Боль шим прог рес сом в ис сле до ва нии тур бу ле нт нос ти бы ло
ис поль зо ва ние в ка че ст ве инстру мен та ма те ма ти чес кой те о рии
не ли ней ных урав не ний. Это поз во ли ло раз ра бо тать те о рию ус -
той чи вос ти про цес сов в ди на ми чес ких сис те мах. Под ди на ми чес -
кой сис те мой по ни ма ет ся лю бая сис те ма, ка ко ва бы ни бы ла её
при ро да (фи зи чес кая, хи ми чес кая, элект ро маг нит ная и др.), ко то -
рая мо жет при ни мать раз лич ные ма те ма ти чес кие фор мы: обык но -
вен ных диф фе рен ци аль ных урав не ний, урав не ний в част ных про -
из вод ных, отоб ра же ний пря мой и плос кос ти.

Важ ным по ло же ни ем этой те о рии (ди на ми чес ких сис тем) яв ля -
ет ся на ли чие или от су т ствие в этой сис те ме внут рен не го тре ния,
при су т ствие или от су т ствие дис си па тив нос ти. Раз ли ча ют сис те мы
без тре ния. Это га миль то но вы сис те мы. Здесь всё оп ре де ля ют на -
чаль ные ус ло вия. В дис си па тив ных сис те мах на чаль ные ус ло вия не
вли я ют на пос ле ду ю щее про те ка ние про цес са. Внут рен нее тре -
ние вле чет за со бой су ще ст во ва ние в сис те ме ат трак то ра � об -

лас ти при тя же ния всех ре ше ний сис те мы. Ат трак то ром мо жет
быть точ ка рав но ве сия, пре дель ный цикл Пу ан ка ре. А так же боль -
шим и на и бо лее важ ным отк ры ти ем ока зал ся стран ный ат трак -
тор. Его в про цес се чис лен ных рас че тов об на ру жил в 1963 го ду
ме те о ро лог Э. Ло ренц. Ма те ма ти чес ки это по ня тие бы ло сфор му -
ли ро ва но в 1971 го ду Д. Рю э лем и Ф. Та кен сом как клю че вой эле -
мент в по ни ма нии ир ре гу ляр но го по ве де ния, опи сы ва е мо го де -
тер ми ни с тски ми урав не ни я ми в по ни ма нии тур бу ле нт нос ти. Тем
са мым бы ло по ло же но на ча ло ис сле до ва ни ям, так на зы ва е мо го,
де тер ми ни ро ван но го ха о са.

В свя зи с чем воз ник ла но вая об ласть фи зи ки, ко то рую на зы -
ва ют по�раз но му: не ли ней ная фи зи ка, те о рия тур бу ле нт нос ти или
ха о са. При этом клю че вым эле мен том этой те о рии яв ля ет ся стран -
ный или ха о ти чес кий ат трак тор.

Инстру мен та рий не ли ней ной фи зи ки
В ос но ву те о рии ста тис ти чес кой тур бу ле нт нос ти или, что то же

са мое, де тер ми ни ро ван но го ха о са по ло же на те о рия не ли ней ной
фи зи ки, ос но ван ная на ма те ма ти чес кой те о рии не ли ней ных диф -
фе рен ци аль ных урав не ний. Са мо по ня тие не ли ней ность име ет
стро го ма те ма ти чес кую ин те рп ре та цию. Это по су ти ир ра ци о -
наль ность, транс цен де нт ность. Предс ка зать её с по мощью крат -
ных ко эф фи ци ен тов не воз мож но. И это по ня тие (не ли ней ность)
при об ре та ет оп ре де лен ный фи зи чес кий смысл при конк рет ном
рас смот ре нии про цес сов, свя зан ных с ло ка ли зо ван ны ми ус той чи -
вы ми ре ше ни я ми, на зы ва е мы ми со ли то на ми [2]. Фи зи чес ки по яв -
ле ние со ли то нов свя за но с неп ре мен ным ра ве н ством дис си па тив -
ных и дис пе рс ных сил. И ес ли в ди на ми чес кой сис те ме по яв ля ют ся
дис пе рс ные си лы, ко то рые урав но ве ши ва ют дис си па тив ные, то
есть не ли ней ность урав но ве ши ва ет дис си па цию, то сис те ма ста -
но вит ся ус той чи вой и ре а ли зу ют ся со ли то ны.
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Яр ким при ме ром вре мен но го со ли то на яв ля ют ся ав то ко ле ба -
ния [3]. За бе гая впе ред, ска жем, что на ли чие ав то ко ле ба ний сви де -
тель ству ет о при су т ствии пре дель но го цик ла Пу ан ка ре. Со ли то ном
яв ля ет ся так же клас си чес кая уе ди нен ная вол на Дж. Рас се ла [4].

Со вер шен но оче вид но, что стран ный ат трак тор то же яв ля ет ся
со ли то ном. В со от ве т ствии с те о ри ей, стран ный ат трак тор по яв ля -
ет ся как асимп то ти чес кий пре дел ре ше ний в фа зо вом прост ра н -
стве при ве ду щем па ра мет ре, стре мя щем ся к бес ко неч нос ти. Для
тур бу ле нт нос ти этим па ра мет ром яв ля ет ся чис ло Рей нольд са. Фа -
зо вым прост ра н ством или фа зо вым порт ре том яв ля ет ся ма те ма ти -
чес кий объ ект, сфор ми ро ван ный из диф фе рен ци аль но го урав не ния
с по мощью ко ор ди нат тра ек то рий, ка са тель ных к ней ско рос тей, и
яв ля ет ся, в част нос ти, ли ни ей на плос кос ти в ко ор ди на тах (x, х). Ес -
ли ли ния замк ну тая, то го во рят о по ло же нии рав но ве сия или о пре -
дель ном цик ле Пу ан ка ре.

В ка че ст ве при ме ра мож но по ка зать, что ав то ко ле ба тель ный
про цесс, опи сан ный в ра бо те [5] урав не ни ем

в фа зо вом прост ра н стве предс тав ля ет ся в ви де пре дель но го цик ла
Пу ан ка ре. Для это го по ана ло гии с [6] предс та вим это урав не ние
в ви де 

q + ω0
2q = 0,

где q = p;

Обоз на че ния предс тав ле ны в [6].
Пусть q = y, тог да име ем сис те му:

q = y,
y = �ω0

2q.
По де лив вто рое урав не ние на пер вое, по лу чим урав не ние

ко то рое на зы ва ет ся урав не ни ем ин тег раль ных кри вых в фа зо вом
прост ра н стве (q,q).

Ин тег ри руя это урав не ние, по лу чим

Конс тан ту с1 предс та вим в ви де 2с1 = с2.
По лу ча ем, что вся фа зо вая плос кость за пол не на вло жен ны ми

друг в дру га эл лип са ми (за иск лю че ни ем точ ки q = y = 0):

Та кие тра ек то рии со от ве т ству ют пе ри о ди чес ким дви же ни ям,
пос коль ку фа зо вая точ ка дви жет ся по замк ну той кри вой.

В об щем слу чае, для сис тем с вы нуж да ю щей си лой и за ту ха ю -
щи ми ко ле ба ни я ми, нап ри мер, для три од но го ге не ра то ра Ван дер
По ля, ко ле ба ния с ма лой амп ли ту дой уси ли ва ют ся, а с боль шой
за ту ха ют. При этом ли нии в ви де спи ра лей на ма ты ва ют ся на замк -
ну тую кри вую в ви де эл лип са. И тог да эл липс яв ля ет ся пре дель ным
цик лом Пу ан ка ре [7].

Ста тис ти чес кая те о рия тур бу ле нт нос ти
Сог лас но ра бо те [8] мож но зак лю чить, что окон ча тель ной

те о рии тур бу ле нт нос ти на се год няш ний день не су ще ст ву ет. Но
су ще ст ву ет нес коль ко кон цеп ций. На и бо лее расп ро ст ра нен ная
из них кон цеп ция, пост ро ен ная на сце на рии, ис поль зу ю щем по ня -
тие би фур ка ция: би фур ка ция уд во е ния пе ри о да. Это не кий сце на -
рий раз ви тия тур бу ле нт нос ти, ко то рый пред по ла га ет пер во на -
чаль но при су т ствие в сис те ме боль шо го вих ря. Этот вихрь диск -
рет но при оп ре де лен ных ус ло ви ях рас сы па ет ся на час ти крат но
двум. В ре зуль та те при дос ти же нии очень боль ших чи сел Рей -

нольд са вихрь в со от ве т ствии со зна ме ни той те о ри ей А.Н. Кол мо -
го ро ва ста но вит ся пре дель ным, ко то рый впос ле д ствии прев ра ща -
ет ся в теп ло [9]. По всей ви ди мос ти эта си ту а ция, ког да дос ти га ет -
ся стран ный ат трак тор, и есть мо мент воз ник но ве ния ха о са. Под -
роб нос ти дроб ле ния боль шо го вих ря в ли те ра ту ре так же предс -
тав ле ны, и они схо дят ся на при су т ствии в про цес се та ко го яв ле ния
как кас кад ное раз ру ше ние � кас кад Ри ча рд со на. Как по ка за ли
рас суж де ния и рас че ты Фей ген ба у ма, этот кас кад под чи ня ет ся
не ко е му уни вер саль но му сце на рию, опять то му же сце на рию, ис -
поль зу ю ще му сце на рий би фур ка ции уд во е ния пе ри о да [7]. Уни -
вер саль ность зак лю ча ет ся в том, что, как по ка зал тот же са мый
Фей ген ба ум, раз ру ше ние про ис хо дит в со от ве т ствии с ма те ма ти -
чес кой пос ле до ва тель ностью

xn+1 = λf (xn ),
а все зна че ния сгу ща ют ся к не ко то ро му зна че нию λ = λкр. И как
толь ко λ > λкр, то внут ри не ко то рой об лас ти фа зо во го прост ра н -
ства ока зы ва ет ся бес ко неч ное мно же ст во не ус той чи вых цик лов с
пе ри о дом

T   = 2   ,
и вслед за этим слож ным об ра зо ва ни ем сра зу по яв ля ет ся ха о ти -
чес кий (стран ный) ат трак тор. Дру ги ми сло ва ми, соз да ет ся си ту а -
ция пе ре хо да вих ре во го по то ка к сво е му пре дель но му сос то я нию,
к са мой бур ля щей тур бу ле нт нос ти [10] � к ха о су, то есть мы вновь
возв ра ща ем ся к ла ми нар но му те че нию. Эта си ту а ция в пе ре во де
на фи зи чес кие про цес сы воз ни ка ет при Re .

О воз мож нос ти по лу че ния ре ше ний при боль ших чис лах Рей -
нольд са ме то да ми сов ре мен ной вы чис ли тель ной гид ро ди на ми ки

Вся тра ге дия вы чис ли тель ной гид ро ди на ми ки зак лю ча ет ся в
том, что на се год няш ний день она пост ро е на на урав не ни ях Рей -
нольд са, стра да ю щих мно го чис лен ны ми не со от ве т стви я ми при опи -
са нии ис тин ной кар ти ны те че ний из�за мно го чис лен ных до пу ще ний,
пред по ло же ний и да же оши бок. Но это, как го во рил сам Рей -
нольдс, все го лишь при ем. Да, действи тель но, это имен но при ем, ко -
то рый поз во ля ет хоть че го�ни будь пос чи тать. Экс пе ри мен та ми
урав не ния Рей нольд са не подк реп ле ны, а мас си ро ван ная кор ре ля -
ци он ная ди аг нос ти ка не яв ля ет ся объ ек тив ным до ка за тель ством ве -
ри фи ка ции. На и бо лее объ ек тив ны ми экс пе ри мен та ми по тур бу ле -
нт нос ти яв ля ют ся ви зу а ли за ци он ные с при ме не ни ем ме то да уно са
мас сы [11].

Итак, как бы ло по ка за но вы ше, эв рис ти чес кие ме то ды, за шед -
шие очень да ле ко в сво их пред по ло же ни ях, при рас чет ных ис сле до -
ва ни ях с по мощью сов ре мен ных элект рон ных про дук тов, нак ла ды -
ва ют ся на урав не ния Рей нольд са и об ра зу ют весь ма вну ши тель ную
субс тан цию. Сле ду ет пок ло нить ся тем лю дям, ко то рые ос во и ли эти
прог рам мы, раз би ра ют ся в мно го чис лен ных ин дек сах этих слож -
ней ших урав не ний, при ня ли и при ме ня ют тур бу ле нт ные сце на рии.
По ня ли, как ни стран но, что та кое стран ный ат трак тор. Но! Бы ло
бы все не так страш но, ес ли бы все эти те о рии не при во ди ли к за яв -
ле ни ям о том, что в нас то я щее вре мя рас счи тать тур бу ле нт ную га -
зо вую ди на ми ку для боль ших чи сел Рей нольд са сов ре мен ны ми ме -
то да ми прин ци пи аль но не воз мож но [12]. Все рас чет ные ре ше ния
на очень мел кой сет ке бу дут да вать слу чай ные тра ек то рии. Все бу -
дет за ви сеть от сте пе ни точ нос ти за да ния ис ход ных дан ных. Ну а
стран ный ат трак тор, тот пре дел, к ко то ро му стре мит ся каж дая из
этих тра ек то рий, во об ще сос чи тать не воз мож но. Что же де лать?
Мо жет от ка зать ся от этих монстро и даль ных ме то дов и прог рамм, к
ко то рым мы уже так при вык ли, и они си дят у нас в кро ви? Ду ма ет ся,
что это не по лу чит ся по двум при чи на ми. Пер вое � труд но от ка зать -
ся от сво е го ди тя, и вто рое � с по мощью че го счи тать. Те перь бесп -
ри ст ра ст но про а на ли зи ру ем си ту а цию.

1. До ка кой сте пе ни мо жет рас ти чис ло Рей нольд са? В ра бо те
ав то ра не од нок рат но бы ло по ка за но, что са мое боль шое чис ло
Рей нольд са для дви га те ля на хо дит ся в кри ти чес ком се че нии:

Re = Reкр/r
здесь Reкр � чис ло Рей нольд са в кри ти чес ком се че нии;
r = r/rкр � сте пень рас ши ре ния ка на ла.
Рас счи та ем это чис ло для раз лич ных дви га те лей. Най дем зна -

наука

15

⋅

d p kM  2

dτ

ω
dln

Rω

R

2

dτ 2
+ 4ν p = 0,

2

2

d p
2

dτ 2
q =            и

kM  2

dτ

ω
dln

Rω

R
ω  = 4ν .

2

2

2

0

qdq +        = 0,
ω

1
2

+        = c  .
2ω

y
2

q
2

2
1

2

0

+        = 1.
(ω c)

y
2

q
2

c

2

0

2

8

8

8↓

∼
∼

∼

∼

⋅

⋅

⋅

⋅⋅

⋅

⋅



че ния Reкр для дос туп ных конструк ций и ре жи мов. 
На рис. 1 предс тав ле на гис тог рам ма, пост ро ен ная по ре зуль -

та там этих рас че тов. Из нее вид но, что са мое боль шое чис ло Рей -
нольд са не пре вы ша ет 40⋅106.

2. Рас чё ты сле ду ет, ви ди мо, про во дить на сет ке с раз ме ром
мень шим, а мо жет быть силь но мень шим кол мо го ро вс ко го масш та -
ба. В со от ве т ствии с этим [12]:

η =l0⋅Re�3/4.
С уче том то го, что са мое боль шое чис ло Рей нольд са в кри ти -

ке, пос ле пре об ра зо ва ний по лу ча ем, что

где η � кол мо го ро вс кий масш таб;
μ, ν � ди на ми чес кая и ки не ма ти чес кая вяз кос ти;
ρ � плот ность ра бо че го те ла;
aкр � ско рость зву ка в кри ти чес ком се че нии.
Рас че ты по ка за ли, что от но ше ние μ/aкр яв ля ет ся ве ли чи ной,

при мер но пос то ян ной (рис. 2), а ве ли чи на η су ще ст вен но за ви сит
от плот нос ти про дук тов сго ра ния (рис. 3)

η ~ 1/ρ .
Это оз на ча ет, что масш таб Кол мо го ро ва тем мень ше, чем бо -

лее плот ное ра бо чее те ло.
По раз ме ру η мож но вы чис лить раз мер ячей ки рас чёт ной сет -

ки Δ, которая
Δ < η либо Δ << η.

3. Так по лу ча ет ся, что в со от ве т ствии с те о ри ей де тер ми ни ро -
ван но го ха о са стран ный ат трак тор на хо дит ся в об лас ти кри ти чес -
ко го се че ния соп ла, ко то рое и яв ля ет ся мес том по яв ле ния ха о са, а,
зна чит, он впол не прог но зи ру ем. Все ста ло ло гич ным: тур бу ле нт -
ность кон ча ет ся в кри ти чес ком се че нии, т.к. в со от ве т ствии с те о ре -
мой 5 [13] в свер хзву ко вом по то ке тур бу ле нт ность от су т ству ет.

4. По лу чен ное мак си маль ное зна че ние чис ла Рей нольд са в
кри ти чес ком се че нии яв ля ет ся лишь при ме ром. В об щем слу чае, для
дру гих ап па ра тов, тур би ны, фор су нок и т.д. мак си маль ное зна че -
ние чи сел Рей нольд са бу дет ре а ли зо вы вать ся при дос ти же нии кри -
ти чес ких тер мо ди на ми чес ких па ра мет ров (для ра кет но го дви га те ля
это М = 1).
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С 2007 г. в Гар ва р дском уни вер си те те
ра бо та ют над ро бо ти зи ро ван ной пче лой
RoboBee � про то ти пом ми ни а тюр ных бес пи -
лот ных ле та тель ных ап па ра тов. На пер вом
эта пе был соз дан пь е зо э ле кт род ви га тель, ко -
то рый обес пе чи вал тон чай шим крыль ям до
120 взма хов в се кун ду. За тем уда лось ста би -
ли зи ро вать по лет и сде лать его уп рав ля е -
мым. Раз мер ро бо та�на се ко мо го сос тав ля ет
при мер но по ло ви ну раз ме ра обыч ной кан -
це ля рс кой скреп ки, а мас са ме нее 0,1 г.

Пь е зо э ле кт родвигатель состоит из мик -
рос ко пи чес ких по ло с из спе ци аль но го ке ра -
ми чес ко го ма те ри а ла, ко то рый сжи ма ет ся и

рас ши ря ет ся под воз -
дей стви ем при ло жен но -
го к не му элект ри чес ко -
го по ля. Эти ке ра ми чес -
кие по ло сы прик реп -
лен ы  к не су щей
кон�струк ции из лег ко го
уг ле ро дис то го плас ти -
ка и к крыльям, что поз во ли ло  соз дать ме ха -
но�элект ри чес кий ана лог мус ку лов, при во дя -
щих в дви же ние крылья на се ко мо го.

На втором этапе, для обеспечения
выполнения более сложной траектории
полета, были добавлены ещё два крыла.

В настоящее время,
для то го, что бы сде лать ро -
бо тов RoboBee пол ностью
ав то ном ны ми, ис сле до ва -
те ли работают над
соз�данием ма ло га ба рит -
ной и лег кой сис те мой ак -
ку му ли ро ва ния энер гии

дос та точ ной ём кос ти. Это мо гут быть не
толь ко ак ку му ля тор ные ба та реи, но и ма ло -
га ба рит ные топ лив ные эле мен ты, энер гия от
ко то ро го поз во лит ро бо ту�на се ко мо му
RoboBee ле тать, не бу ду чи при вя зан ным к
тон чай ше му элект ри чес ко му ка бе лю.

ИНФОРМАЦИЯ

Рис. 1 Число Рейнольдса в критическом сечении (расчёт провёл Р.Е. Телюков)

Рис. 2 Отношение динамической вязкости к скорости звука 
в критическом сечении (Р.Е. Телюков)

Рис. 3 Число Колмогорова (Р.Е. Телюков)

η =        =             ,           
a

ν μ

ρ⋅а
кр кр


